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TERMINACION
COMPETENCIA Competencia General: Comprender el concepto inicial de limite.

Competencia Especifica: Resolver limites aplicando las propiedades y
comprender su uso en situaciones reales.

PARA APRENDER Entender el concepto de limite y limites
DESEMPENOS laterales para hallar la solucién a un problema
propuesto.

PARA HACER Resolver  limites  aplicando  diferentes
estrategias.

PARA SER Lograr que el estudiante sea responsable y
auténomo en la entrega de trabajos.

PARA CONVIVIR Reconoce la importancia de la aplicacién de
conceptos matematicos al mejoramiento de su
entorno.

ESTANDAR Establezco relaciones vy diferencias entre notaciones de ndmeros
reales para decidir sobre su uso en una situacion dada.
DBA Usa propiedades y modelos funcionales para analizar situaciones vy

para establecer relaciones funcionales entre variables que permiten
estudiar lavariacién en situaciones intraescolares y extraescolares

LIMITES
Una Nocidn Intuitiva. Considere la funcién definida por

x3 -1

x—1

f&) =

Observe que no esta definida en x = 1, ya que en este punto f(x) tiene la forma que carece de
significado. Sin embargo, aun podemos preguntarnos qué le estd sucediendo a f(x) cuando x se
aproxima a 1. Con mayor precisidn, écuando x se aproxima a 1, f(x) se estd aproximando a algun
numero especifico? Para obtener la respuesta podemos hacer tres cosas: calcular algunos valores
de f(x) para x cercana a 1; mostrar estos valores en un diagrama esquematico, y bosquejar la
graficadey = f(x).
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Toda la informacién que hemos reunido parece apuntar a la misma conclusidn: f(x) se aproxima a
3 cuando x se aproxima a 1. En simbolos matematicos, escribimos:
ox3-1
lim
-1 x—1

5-1
Esto se lee “el limite de f(x) = % cuando x tiende a 1 es igual a 3”.

Definicidn Significado intuitivo de limite
Decir que lim f(x) = L significa que cuando x estd cerca pero diferente de c,
X—*C

entonces f(x) estd cerca de L.

Ejemplos:

1. Determine lirré 4x — 5
X—

Cuando x esta cerca de 3, 4x-5 estd cercade 4 * 3 — 5 = 7 Escribimos:



lim4x —-5=7
x-3
. x%-x-6
2. Encuentre lim *———
x—3 x-3
Observe que (x2 — x — 6)/(x — 3) no esta definida en x=3, pero todo esta bien. Para tener
una idea de lo que estd sucediendo cuando x se aproxima a 3, podriamos emplear una
calculadora para evaluar la expresién dada; por ejemplo, en 3.1, 3.01, 3.001, etcétera. Pero

es mucho mejor utilizar un poco de algebra para simplificar el problema.

Limites Laterales

Las aproximaciones que se realizan para determinar el limite de una funcién se relacionan con el
concepto de limite central.

Los limites laterales se representan de formas distintas, segln si la aproximacidn se realiza por la
izquierda o por la derecha.

Definicién Limites por la derecha y por la izquierda
Decir que lim_f(x) = L significa que cuando x estd cerca pero a la derecha de c,
r—c

entonces f('.\‘) estd cerca de L. De manera andloga, decir que lim_ f(x) = L significa
X—C

que cuando x estd cerca pero a la izquierda de ¢, entonces f{x) estd cerca de L.

Para entender el concepto de los limites laterales, se tiene en cuenta el siguiente Teorema:

lim f(x) = Lsiysélosi lim_f(x) = Ly lim_f(x) = L.

X—¢ X—c X
La existencia o no existencia del limite de una funcién depende de los limites laterales, ya que si los
limites laterales existen y son iguales, entonces el limite de la funcion existe y es igual al valor de los
limites laterales. En cambio, si los limites laterales no existen o son diferentes, entonces, el limite
de la funcidn no existe.

Por ¢jemplo, en la grafica 1 que se muestra a continuacién, se tiene que Lim f(x) = 4, y
X—a™ s
Lim f(x) = &,, de donde se deduce que Lim f(x) no existe. Por otra parte, en la grifica
Xq X d £
2, se tiene que Limg(x) = & y Limg(x) = 4, de donde se deduce que Lim g(x) existe
x—a X—a N

y es igual a b.
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WEDEMPLOS )

1. Determinar el limite indicado en cada caso a partir

de la grafica.
a. E{nz\ flx)

Primero, se determina el limite
por la izquierda.

Lim f(x)=3

Luego, se halla el limite para
la derecha.

Humf =2

Finalmente, se tiene que l;!'_nzl f(x) existe y es igual a 3.

b Lo sta)

y
Primero, se determina el [imite 7
por la izquierda. 5

Lim¢(x) =5 )

x—1 & g{x)3
Luego, se halla el limite por la !
derecha. 1\

Lim g(x) = 2 == L -
” i ‘
Finalmente, se tiene que 3

I;l_nll £(x) no existe porque los

limites laterales son diferentes.

—
2. Realizar la grdfica de cada funcién. Luego, deter-
minar los limites que se indican.

x six<2
e f(x)—{Zx—l six>2
L/ Lipfe)  Lnfe
Primero, se realiza la grifica de la funcion.
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Lucgo, se determinan los limites laterales.
Lim f(x)=4y Lim fl=3
x=l xX=2'

Finalmente, se tiene que Lim f(x) no existe porque los
RN | . RDE
limites laterales son diferentes.

3x+1  six<—1

b. hx)=3{x"—3 si—-1<x<2
9—5x si2<x

Lim A(x) Lim 4 (x)

Primero, se traza la grifica.

3
2

MU

=35] =2 —‘1‘?,__}_/3 3 x

) // \

=5

-6

-7

—3 \

Lucgo, se calculan los limites laterales en cada punto.
},l'n_\r hix)=—2 }_up h)=1
Li"3,~ hlx)= -2

Finalmente, s tiene que Lim h(x) existe y es igual a
ozl

}:ll}'l h(x)=—1

—2 porque los limites laterales son iguales. En cambio,
Ling /(%) no existe porque los limites laterales son dife-
s

rentes.

3. En el siguicnte cartel se muestra el sistema de cobro W
en un parqueadero.

Parqueadero
Horario 10 2. m.a 10 p. m.
Tarifas
« Cada hora o fraccion: ~ $2.000
* Mis de 5 horas: $10.000

Estancia maxima 12 horas.

a. Realizar la grifica del costo Cen funcién del tiempo
ten horas.

La funcion € es por partes, por tanto, su representacion
grifica es la siguiente:
C(#) miles de pesos

10 -—

8 —
[ —
ot
24—

0 2 4 6 8 10 12
t (horas)

b. Calcular el valor de los limites laterales de la funcién
C para tiempos cercanos a una hora e interpretar los
resultados.

Primero, se calcula el limite por la izquierda de 1.
’L:rln C(r) = 2.000

Luego, se determina el limite por la derecha de 1.
Hlln C(r) = 4.000

Finalmente, se tiene que, para aparcamientos cercanos €
inferiores a una hora, el valor a pagar es $2.000 y, para
aparcamientos cercanos y superiores a una hora, ¢l valor

a pagar es de $4.000.

¢. Determinar el valor de los limites latcrales en £ = 4
yent=>5.

Los limies laterales para r = 4y r = 5 son:
'I‘n}) C(r) = 8.000
‘L_l'rp C(r) = 10.000

'l,jlgl C(r) = 10.000

Lim C() = 10.000




“Determina si cada una de las siguientes afirmaciones

es verdadera o falsa, justifica tu respuesta.

AF3AZ0 COM PEI_ENCIAS 0 Interpreto s G‘ Argumento 9 Propongo + G Ejercito - Q Razono- e Soluciono problemas
1

ﬂConsidcm la funcién parte entera f{x) = [x..
43.Si n € Z, ;cuinro valen los limites laterales de [
25, Si ¢l Lim f{x) existe, entonces, Lim f(x) tam- en n’
Canal X—a
bién existe.
26. Si Lim f(x) y Lim f(x) existen, entonces,
x—=a X-a
.lr"—'? f(x) existe.

44. ;Existe Lim |x} connE 22

27. Si fla) no esti definida, entonces, los limites late-
rales de feen @ no existen.
28. le Bx+1)= Ll'l‘l)] Bx+1)=1

X o=m

45.Sim & Z, ;qué ocurre con los limites Lim [x]
X~—=m
y Lim [x]?

e Determina el valor de los limites de acuerdo con la
grifica.
G Considera la funcién dada por la siguiente expresion

y
4.
54-
Sx+6 sixs-—3 '1.
3x si—3<x<l1 \
S = 5 silSx<3
2 — 4

sid<x
29. Realiza la grifica de £

I
\\ 1t
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2-1/T 1 2 3 4 5«
\ =1F
X
30. Lim_ f) 35.Lim f(x)

31 Hn_\4 fx)

(V]
~
I
o
X
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Determina, en caso de existir, el valor de los si-
guientes limites.

o -2t
46. Lim ¢(x) 49, Lim ¢(x)
36.[{?‘! f(x) L LR A x—=2 2ix
' 47. Lim g(x) 50. Lim g(x)
32. 1.._!:")‘ f(\) 37. [‘_,Lnl1 f(\) T x—2
) ' 48. Lim g(x) 51.Lim g(x)
33. Lim__ f(x) 38.Lim f(x) '
x—==3 x=3 -
' ' (3 Responde las siguientes preguntas.
3. Lim, f@® 39; Ling f 52.5i Lim f(x)=c y Lim f(x) = —¢, ;para qué
@ Elabora, en cada caso, la grifica de una funcién que valor de ¢ Lim flx) existe?
cumpla las condiciones propuestas. '
40. Lim f(x)=0; Lim f(x)=3; 53.5i Lim f(x) =4 = 5; Lim f(y) = 2 + 1 yade-
X1 x—==2 x=0
Lin. f()=—1; Lim ()= 3; mis Lit})) [f(x) existe, ;eudnto vale l_.l'n‘1 flx)?
g IV B = e o
Lim flx) = 2; f0) = 0; A=2) = 1; A1) = 2
41, XI:I’I‘_n‘ flx)=4; Llfrln flo< I:lfrll [
=) =3

a El servicio de acueducto en una ciudad establece una
tarifa bdsica de $15.000 mds $2.500 por m? consu-
mido. Si el consumo excede los 40 m?, cada m? se
cobraria a $3.000.
42. Lim,_ f(x) = 3: .\vlgip}_ flx) =4, Lim f(x) no
existe, Lim f(x) > Lim f(x)

54. Modela una funcién que relacione el valor que se
debe pagar en relacién con el consumo.

55. ;A qué valores se acerca el costo, para consumos
cercanos a los 40 m3?



Teoremas de los limites

A continuacidn se muestran las propiedades de los limites expresados en el siguiente teorema.

Teorema principal de los limites
Sean n un entero positivo, k una constante y 'y g funciones que tengan limites en c.
Entonces
1. lim k = k:
2. lim x = ¢;
X—*¢
3. lim kf(x) = k lim f(x):
X—*C S e
4. lim [£(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x);
5. lim [f(x) — g(x)] = lim f(x) — lim g(x):
X—c X—*c E Smed
6. lim [f(x)-g(x)] = lim f(x)-lim g(x):
X=*C b e xX—c
f(x) I :
% o )~ i gl P gue i gtx) . &
X=»c
8. lim [f(x)]" = [lim f(x)]":
X—eC XL
9. lim \7/f(.t) = Vlim f(x), siempre que lim f(x) > 0 cuando n
X=*C X—*C X—*e
sea par.

Ejemplos
A continuacidn se muestran dos ejemplos donde se aplican las propiedades de los limites

1. Determine lin% 2x%
X—

4
lim 2x* = 2 limx* =2 |lim x| = 2|3]" = 162
X3 re=3 Xowm3

2_
2. Determine lim = 2
x-4 X
. limyxy + 9 {lfm (x*+9)
(2 Y
jim YX+9 I x4 £ Na—s =1l Mme+1mo
x—4 X lin] X 4 4 \ t—4 x—d
x—4




Limites de funciones indeterminadas

En algunos casos, al aplicar la sustitucidn directa para calcular un limite, el resultado puede ser que

no existe el limite, como 5° también una indeterminacion.

Limites de funciones racionales

Cuando la indeterminacién se obtiene en una funcién racional. La indeterminacidn se evita,
factorizando el numerador y el denominador y luego simplificando los factores comunes.

Ejemplo

x2-1

Determine el valor del siguiente limite lim
x-1 x—1
SOCION Sea f(x) = (x* — 1)/(x — 1). No puede hallar el limite al sustituir x = 1 porque
f(1) no est4 definido. tampoco puede aplicar la ley del cociente porque el limite del
denominador es 0. En lugar de ello, necesita algo de dlgebra preliminar. Factorice
el numerador como una diferencia de cuadrados:
=1 . fe—=1T):+T)

x:—1 x—1

El numerador y el denominador tienen un factor comin de x — 1. Cuando toma el limite
a medida que x tiende a 1, tiene x # 1 y, por lo tanto, x — 1 7 0. Por consiguiente, can-
cele el factor comiin y calcule el limite como sigue:

=il - + 1
lim = o B DUEY D s o s #0150
x—1 X = x—1 X—l x—1

El limite de este ejemplo surgi6 en la seccién 2.1, cuando traté de hallar la tangente a la
pardbola y = x” en el punto (1, 1). C

Limites de funciones radicales

: . . . . 0 . -
Si f(x) o g(x) son funciones radicales y lim % tiene la formaa, entonces es posible eliminar la
x—-a

indeterminacidén, racionalizando el numerador o el denominador o ambos y después simplificar la
expresion resultante.

Ejemplo

. - . Vx2+9-3
Determine el valor del limite llIT(l)T
X—

SOLUCION No puede aplicar la ley del cociente de inmediato, puesto que el limite del deno-
minador es 0. En el presente caso, el dlgebra preliminar consiste en la racionalizacién del

numerador:
_ JFFS-3 _ JET9-3 JETT+3
Iim 5 = lim = .
1—0 t —0 12 VEE+9+3

o =G 12
A+ 9+3) (Y +09 +3)

= lim —= . = 1 .
=0 A/t2+ 9 + 3 \/ll’rr(}(tz+9)+3 3+3
11—

L
6



vi—6v+8

15. lim

w4 2v — 8y
x'—8x+15

16. lim

17. lim

18.

19.

=3 x? = Tx 412

4’ +4h—-13
l.-.% 2h—1

“u] 3x-2
,~33x’—llx+6

W' +9w—4

—
""% 3w +T7w+4

2y —15y+18
6 3y —17y— 6

2x —13x+15

21. lim

=S ¥ —x=20

9x? —1
-t 6x* +5x+1

y+1
1y 41

31. lim

32. ¥fm ——+

Ejercicios

33.

35. lim

36.

37.

lfm x+3 =2
= 1— (3x—2
¥ x*+9 -5
=4 /x+5-3
a—|w+a’

e v
“mej;'—ej;

»p y=p

:!4—2v+v’ —2
Ifm

=40 v

X —Tx+6

38. lim

39. lm

41. lim

42, lim

43,

45. lim

46.

=2 x 4+x?—4x—-4

xX*=x—x+1
=1 X4 4x+3

4 !_ A
tin % +2x =117 —12x + 36

2 x1=2—-x+2

x*=x—4x+4
= X +6x*+5x—12

¥ -6y +12y—8
2yt — 4y +16y —16

lfm 3x+5 -2
= x—1
i 3% =Y

e 1 —a’

\’/9::’ +4 -2
1-03 3x—2

3
o P 8- TFy

y-42 y—2
Yx+h—-Yx

47. lim

48.

49,

0 ix+h—VJx

lfm yx+7 —Y4x+19
2

a2 x—-

- -
1 x+t6—2
w1 Hx=1=3

SZZ:+3 -1
=l X341




LIMITES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Anteriormente se estudid que los limites de funciones polinomiales siempre pueden encontrarse
por sustitucion y los limites de funciones racionales pueden encontrarse por sustitucién, siempre y
cuando el denominador no sea cero en el punto limite. Esta regla de sustitucion se aplica también a
las funciones trigonométricas. Este resultado se establece a continuacién.

Limites de funciones trigonométricas

Para todo niimero real ¢ en el dominio de la funcién,
I. imsent = senc 2. limcost = cosc
[~ I=c
3. limtant = tanc¢ 4. limcott = cotc
rec t=sc
5. limsecr = secc 6. limcsct = csce
[ S 1=*c

Imcost

STEMPL - 1§ 3
B EJEMPLO 1 | Encuentre ’lmz’ P

SOLUCION

-

1 cost r \
lim ——— = (h’m )(h’m cost) =0-1=10
] l tel)

t==0 [ + t==0 { +

Dos limites importantes que no pueden evaluarse por sustitucion son:

. sent . 1 —cost
lim y lim ——
=0 I 1=+ I

EJERCICIOS

Construya una tabla de valores para evaluar los siguientes limites (utilice la calculadora en radianes),
indique el valor al cual tiende el limite:

sent

lim
=0 I

1 —cost
p=el) I

LIMITES TRIGONOMETRICOS ESPECIALES

PSS Nl Limites trigonométricos especiales

. sent . 1 —cost
1. lim =1 2, lim——=10
=0 4 1=+ !

Demostracion de la afirmacion 2El segundo limite se deduce con facilidad a partir del primero. Sélo
multiplique el numerador y el denominador por (1 + cos t); esto da:

. 1 —cost . 1 =cost 1 + cost ) 1 — cos> ¢
Iim —— = lim . =lim ———
() t 10 t 1 +cost =0 t(l + cost)
. sen’ t
= lim ——
=0 t(1 + cost)
. sent }!E(l)sx‘.‘hl 0
= | lim - =1l-—=0
=0 lmr1‘(l + cost) 2
[



Podemos usar los limites anteriormente vistos para evaluar otros limites.

EJEMPLO 2 | Encuentre cada limite,

(i 2R A% L iy e A
=0 X ~=0  senft -0 tanx
SOLUCION
(@) lim sen 3x - Y 3scn 3x = 3lim sen 3x
x==0 e x=+0 3x x==0 3x

Aqui. el argumento de la funcién seno es 3x, no sélo x, como lo requiere el teorema B.
Sea y = 3x. Entonces y — 0 si y solo si x — ), de modo que

Por lo tanto.

(b)

(c)

sen 3x . seny
= lim =

1

lim
x=0 3x ys0 ¥

3 3
ki sen x=3h, sen x=3
x-=0 x==0 3,\’
1 —cost . 1 —cost
1 —cost t :-Eno t 0
lim = lim = =—=1
10 sent =0 sent . sent 1
Iim —
t =0 [
4 sen4x
. sendx ) 4x
Ii = lim
x=+0 tanx x=0 senx
XCOS X
ne sen 4x
oA =0 4x B 4
. senx\/ . 1 1-1
Iim Iim
) X x—+0 COS X
EJERCICIOS

En los problemas del 1 al 14 evaliie cada limite.

COS
1. lim X
x—0 x + 1

- cos? t
—0 1 + sent
sen x

5. lim
x—0 2x

sen 38
m
#—0 tanéd

§—0 2sechH
el
= 3t
PR W
—0 2
sen 3r + 4t

m
r—0  rsect

cot (w#) sen @

2.

4.

10.

14

lim @ cos
f—a2

3xtan x
lim ——
—0 senx
sen 3¢
e—0 26
tan 58
&—0 sen 20
sen” 3t
lim
—0 2
= tan 2t
e ——
t—=0sen2t — 1
>
sen™

3

lim
a—0 g

10



11

LIMITES AL INFINITO
. L. X ‘g
Considere la funcién g(x) = ara CUWva grafica se -
muestra en la figura 1. Hacemos esta pregunta: équé le 14 -
sucede a g(x) cuando x se hace cada vez mas grande? En e
simbolos, preguntamos por el valor de lim g(x) — .
X—> 00 /| 5 3

Cuando escribimos x — o0, no queremos dar a entender que
en un lugar muy, muy alejado a la derecha del eje x exista un
numero —mas grande que todos los demds— al cual se igura 1

aproxima x. En lugar de eso utilizamos x — o0 como una

forma breve de decir que x se hace cada vez mds grande sin cota.

En la tabla de la figura 2 hemos listado valores de g(x) = % para diversos valores de x. Parece

X
1+ x2)
que g(x) se hace cada vez mds pequefio conforme xse hace cada vez mas grande. Escribimos:

lim —— =10
x -.'5;1 + x°

Observemos el siguiente ejemplo:

Demuestre que lim - = (.
x—0] 4

Aqui utilizamos un truco comun: dividir el numerador y el denominador entre la potencia mas alta
de x que aparece en el denominador, esto es, x2.

x 1
) X . it )
lim - = lim — lim
=] 4+ y° =0 ] 4 - r=s00 ]
—_— = +1
x x
1
lim —
S SR B
= — ? e
lim — + lim 1
=30 e =30
Igualmente observemos este
53

Encuentre lim

r—e-x] 4 x°

Se divide entre la potencia mas alta de x, tanto en el numerador como en el denominador:

2703 2 2

9,

lim ——= lim 3 ==
v—e—x] 4+ ¥ a=-ol/+1 0+1



En los problemas del 1 al 42 determine los limites.

3

- x
2. lim — =

=% 5 — ¢

!

3 lim > 4. lim ——
t——x 7 — 1~ t——x | — 3
x 2 s rd
5. lim —— 6 lim ————
= (x —5)(3 - x) 1~ ¢ — 8¢ + 15
: X X i
7. lim ———— 8 lim ——
= 2 — 100x° #——x P — 5¢*
) I — &2 . sen @
9. lim ———— 10. lim ——
B0 FX— X" Lamacll - sl
/3 3
3Vx + 3x wx + 3x
1. lim —— 12. lim \‘_—
£t N2 N2 T
[ 1+ 82 | 2 +x+3
13. lim |/ ————— W lim | —M———
—oY 2 +4 —x \ (x = 1)(x + 1)
n n
15. 16. lim —
a—x2n + 1 n—x -+ 1
17. lim 18. lim —
n—oc 11 1 n—o - + 1
2x .
19. lim Sugerencia: divida ¢l numerador y el de-

=V 43
nominador entre x. Observe que. para x > 0, Vx* + 3/x =

Vix® + 3)/x%

/2x + 1
20. lim \‘—

—x x+4

12

21 lim (V24 + 3 — V2¢% — 5). Sugerencia: multiphque y
y—e0 ’

divida por V2x* + 3 + V2¢* — 5.
22. lim ( Vi + 2x - .t)
X0
9y + 1

23, lim — . Sugerencia: divida ¢l numerador y ¢l de-
y——2y* —Jy + 2 v

5
nominador entre y-.

apx” + ax" ' + - +a,x +a

=~ donde ag# 0. by#
+ by—1x + b,

- .
4. ‘l!l.-rl‘.h M =1
ot + bux" 4 -

0y n s un nimero natural.

. n ) "
25. lim = 26. lim ————
PN + 1 =ENVR +2n+ 1
x £ -9
27. lim 28. lim
x4t x — =3 1 4 1
2 2
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FASE DE SALIDA. Evaluacion, refuerzo o planes de mejoramiento.

a. HETEROEVALUACION: Cada una de las actividades realizadas tendra su
respectiva calificacidn. Se tendrd en cuenta, la participacién y la calidad de

los trabajos.

b. AUTOEVALUACION: Marca con una X la valoracién que crees merecer.

CRITERIO

1 2 3 4 5

las actividades y evaluaciones

Dedico el tiempo suficiente para la preparacién de

desarrollo de las clases.

Contribuyo con mi buen comportamiento en el

Busco asesoria de compafieros o docente cuando
me surgen duras en el proceso de aprendizaje.

individual o en grupo.

Asumo con responsabilidad el desarrollo de las
actividades de clase cuando trabajo en forma

ordenada.

Llevo mis apuntes en el cuaderno de forma clara y

horarios establecidos.

Asisto puntualmente a clase de acuerdo con los
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Presento oportunamente mis trabajos y tareas
acuerdo con las fechas establecidas.

Participo activamente en clase contribuyendo al
buen desarrollo de la misma.

Presento los materiales necesarios para el
desarrollo de la clase haciendo buen uso de los
mismos.

Aprovecho los espacios de refuerzo y recuperacién,
para mejorar mis desempenos.

c. COEVALUACION: Cada estudiante socializa en plenaria las valoraciones de
la auto-evaluacién. Los compafieros participan con mucho respeto para
manifestar si esas valoraciones corresponden o no a la realidad y hacer los
ajustes del caso.



